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Yksi analyysin osa-alueista käsittelee maksimaalifunkioita. Maksimaalifunktiolla
tarkoitetaan sellaista operaatiota, jossa maksimoidaan funktion keskiarvoa pisteen
ympärillä. Alussa esitellään tärkeimpiä aputuloksia, sitten käsitellään maksimaali-
funktioiden perusidea sekä eri maksimaalifunktioiden ominaisuuksia. Tämän työn
keskeinen maksimaalifunktio on sferikaalinen maksimaalifunktio M : Lp Ñ Lp.
Työn tavoitteena on todistaa, että sferikaalisen maksimaalifunktion Lp-normia
voidaan arvioida alkuperäisen funktion Lp-normin avulla. Tämän todistusprosessin
yhteydessä tullaan käyttämään hyväksi muun muassa Fourier-muunnosta, Besselin
funktiota, n-ulotteisen avaruuteen liittyviä operaatioita ja Marcinkiewiczin inter-
polaatiolausetta. Todistus perustuu Grafakoksen kirjan r5s todistukseen, johon on
tässä työssä tehty muutamia muutoksia. Tätä tulosta voidaan hyödyntää muil-
la analyysin osa-alueilla, kuten funktioiden jatkuvuuden ja Sobolev-avaruuksien
tutkimisessa, osittaisdifferentiaaliyhtälöissä sekä harmonisessa analyysissa.
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Symbolit ja lyhenteet

Symbolit
Rn n-ulotteinen Euklidinen avaruus
x n-ulotteinen vektori, x P Rn

Lp Lebesgue-avaruus joukossa Rn

W k,p Sobolev-avaruus
Bpx, rq x-keskinen n-ulotteinen r-säteinen avoin pallo ty P Rn : |y ´ x| ă ru
BBpx, rq x-keskisen n-ulotteisen r-säteisen pallon pinta ty P Rn : |y ´ x| “ ru
Sn´1 origokeskisen n-ulotteisen yksikköpallon pinta BBp0, 1q
θ yksikkövektori, θ P Sn´1

dSpxq Bpx, rq-pinnan differentiaali pisteessä x
dσpθq Sn´1-pinnan normalisoitu differentiaali
C8pΩq äärettömästi derivoituvien funktioiden joukko määrittelyjoukossa Ω
S pRnq Schwartzin avaruus

Operaattorit
¨ pistetulo
˚ konvoluutio
| ¨ | pisteen Euklidinen normi tai joukon Lebesgue-mitta
f̂ funktion f Fourier-muunnos
qf funktion f käänteinen Fourier-muunnos
‖¨‖Lp funktion Lp-normi
‖¨‖Lp,w funktion heikko Lp-normi
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1 Johdanto
Maksimaalifunktiolla tarkoitetaan sellaista operaatiota jollekin funktiolle, jossa mak-
simoidaan funktion keskiarvoa pisteen ympärillä tietyin ehdoin. Esimerkiksi Hardy-
Littlewood-maksimaalifunktiossa otetaan keskiarvoja pisteen ympärillä olevasta avoi-
mesta pallosta. Tässä työssä keskitytään sferikaaliseen maksimaalifunktioon. Siinä
keskiarvo otetaan n-ulotteisen pallon pinnasta BBpx, tq. Sferikaalinen maksimaali-
funktio on määritelty seuraavasti:

M pfqpxq “ sup
tą0

1
|BBpx, tq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BBpx,tq

fpyqdSpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (1)

Kun pallon pinnan BBpx, tq säde lähestyy nollaa, niin funktion keskiarvo lähestyy
funktion pisteittäistä arvoa melkein kaikissa pisteissä x. Tällä tarkoitetaan kaik-
kia arvoja x P RnzN, jossa N on sellainen joukko, jonka mitta on 0. Joukko N
voi esimerkiksi koostua funktion yksittäisistä epäjatkuvuuspisteistä. Tästä seuraa,
että melkein kaikissa pisteissä maksimaalifunktion arvo on vähintään alkuperäisen
funktion arvo.

Tämän työn keskeinen tavoite on todistaa estimaatti M : Lp Ñ Lp-kuvauksen
Lp-normille:

Kun p ą n
n´1 ja n ě 3, niin

‖M pfq‖Lp ď Cp‖f‖Lp , (2)

jossa f P Lp ja Cp on f :stä riippumaton äärellinen vakio. Katso Lp-normi luvusta
2.4 määritelmä (12). Tämä lause ei ole totta yksiulotteisessa tapauksessa, eli kun
n “ 1. Katso viite r5s sivun 401 tehtävä 5.5.5. Tämä lause pätee kaksiulotteisessa
tapauksessa, eli kun n “ 2. Todistus löytyy Steinin kirjasta r9s, joka perustuu Rubio
de Francian todistukseen r6s. Sen todistaminen on huomattavasti monimutkaisempaa,
joten se sivuutetaan kokonaan tässä työssä ja sen sijaan keskitytään vain tapaukseen
n ě 3. Tämä tulos on hyödyllinen, koska sferikaalisen maksimaalifunktion Lp-normi
on verrannollinen alkuperäisen funktion Lp-normiin kun p ą n

n´1 .
Tämän lauseen todistusprosessi perustuu Grafakoksen kirjan r5s kappaleeseen 5.5,

johon on tässä työssä tehty muutamia muutoksia. Kirjan lause (5.5.5) sekä funktiot
Gjpfqpxq ja G̃jpfqpxq on kokonaan jätetty pois. Tietyt kohdat olisi ollut syytä esittää
yksityiskohtaisemmin, kuten funktio φ0pξq (määritelmä (33)), Schwartzin avaruus ja
kirjan lauseen (5.5.11) todistaminen. Ensimmäisen ja toisen oleellisen lemman 4.2 ja
4.3 järjestystä on vaihdettu päittäin. Nämä lemmat on kirjassa todistettu vain ehdolla
j ě 1, mutta tässä työssä on myös erikseen käsitelty tapaus j “ 0. Todistuksen täy-
dentäminen on esittetty paljon yksityiskohtaisemmin kaikkine välivaiheineen. Myös
Marcinkiewiczin interpolaatiolause on esitetty. Muutamia esitysteknisiä muutoksia
on tehty.

Luvussa 3 on esitelty erilaisia maksimaalifunktioita ja niiden ominaisuuksia.
Hardy-Littlewood- ja sferikaalisen maksimaalifunktion lisäksi tarkastellaan hieman
fraktionaalisia maksimaalifunktioita, joissa on kertoimena pallon säteen jokin potens-
si rα. Näillä maksimaalifunktioilla on usein silottavia ominaisuuksia ja erityisesti
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sferikaaliseen fraktionaaliseen maksimaalifunktion silottaviin ominaisuuksiin liittyy
vielä avoimia kysymyksiä.
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2 Aputuloksia
Koska todistus on sen verran pitkä, tarvitsemme erilaisia aputuloksia selkeyttämään
todistusprosessia.

2.1 Funktioiden määritelmiä
Olkoon Ω Ă Rn. Määritellään Ω-joukon Lebesgue-mitta:

|Ω| “
ż

Ω
dx. (3)

Karakteristinen funktio merkitään seuraavasti:

χΩpxq “

#

1, kun x P Ω,
0, kun x R Ω.

(4)

Funktion fpxq Fourier-muunnos n-ulotteisessa avaruudessa määritellään näin:

f̂pξq “

ż

Ω
e´2πiξ¨xfpxqdx. (5)

Funktion F pξq käänteinen Fourier-muunnos on lähes sama, paitsi että e:n eksponentti
on vastakkaismerkkinen, eli

qF pxq “

ż

Ω
e2πiξ¨xF pξqdξ. (6)

Funktion f jakaumafunktio määritellään näin:

λf ptq “ |tx P Rn : |fpxq| ą tu|. (7)

Lopuksi määritellään yhteys pinnan Sn´1 normalisoidulle differentiaalille dσpθq ja
pinnan |BBpx, tq| differentiaalille Spyq, kun tθ “ y:

dσpθq “
1

|Sn´1|
dSpyq (8)

2.2 Besselin funktio
Besselin funktiolla Jνptq tarkoitetaan ratkaisua differentiaaliyhtälölle

t2
d2

dt2
Jνptq ` t

d

dt
Jνptq ` pt

2
´ ν2

qJνptq “ 0. (9)

Yhtälön ratkaisu voidaan esittää muodossa

Jνptq “
p t2q

ν

Γpν ` 1
2qΓp

1
2q

ż `1

´1
eitsp1´ s2

q
ν ds
?

1´ s2 . (10)

Tämä on todistettu viitteessä [5] sivulla 426.
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Besselin funktiolle pätee seuraavat lemmat:

Lemma 1. a)
d

dt
pJνptqq “

1
2pJν´1ptq ´ Jν`1ptqq.

b) Kun t ě 1, ν P R ja ν ě 1
2 , niin on olemassa t:stä riippumaton vakio C0 niin,

että
|Jνptq| ď C0t

´ 1
2 .

Todistukset löytyvät viitteestä [5] sivuilta 426 ja 430.

2.3 Pintadifferentiaalin Fourier-muunnos
Osoitetaan, että n-ulotteisen pallon pinnan, eli Sn´1-pinnan, differentiaalin dσpxq
Fourier-muunnos voidaan esittää Besselin funktion avulla seuraavan lemman mukai-
sesti:

Lemma 2.
d̂σpξq “

an

|ξ|
n´2

2
Jn´2

2
p2π |ξ|q,

jossa an “ 2π
|Sn´1|

.

Todistus. Ensiksi esitetään pallon pinnan integraali pistetulolla, joka voidaan laskea
seuraavalla kaavalla, kun K : RÑ C.

ż

Sn´1
Kpξ ¨ xqdSpxq “

2π n´1
2

Γpn´1
2 q

ż 1

´1
Kps1 |ξ|qp

?
1´ s12qn´3ds1. (11)

Todistus löytyy viitteestä r5s sivulla 442 kohdassa D.3. Käyttämällä tätä kaavaa,
Besselin funktion esitystä (10) sekä tekemällä muuttujanvaihto s1 “ ´s, saadaan
tulokseksi

d̂σpξq “

ż

Sn´1
e´2πiξ¨xdσpxq “

1
|Sn´1|

ż

Sn´1
e´2πiξ¨xdSpxq

“
1

|Sn´1|

2π n´1
2

Γpn´1
2 q

ż 1

´1
e´2πis1|ξ|

p
?

1´ s12qn´3ds1

“
1

|Sn´1|

2π n´1
2

Γpn´1
2 q

ż 1

´1
e2πis|ξ|

p1´ s2
q
n´2

2
ds

?
1´ s2

“
1

|Sn´1|

2π n´1
2

Γpn´1
2 q

Γpn´2
2 ` 1

2qΓp
1
2q

pπ |ξ|q
n´2

2
Jn´2

2
p2π |ξ|q

“
an

|ξ|
n´2

2
Jn´2

2
p2π |ξ|q.
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2.4 Lp-normi
Tässä osiossa esitetään hyödyllisiä Lp-normiin liittyviä aputuloksia, joita tullaan tar-
vitsemaan myöhemmin. Tässä työssä Lp-avaruudella tarkoitetaan Lebesgue-avaruutta
joukossa Rn, eli Lp “ tf : Rn Ñ C : ‖f‖Lp ă 8u. Funktion Lp-normi määritellään
seuraavasti:

‖f‖Lp “
´

ż

Rn
|fpxq|pdx

¯
1
p
. (12)

Funktion L8-normi puolestaan määritellään seuraavasti:

‖f‖L8 “ suptk : |tx P Rn : |fpxq| ą ku| ą 0u “ ess sup
xPRn

|fpxq|. (13)

Tässä ess sup |fpxq| tarkoittaa funktion |fpxq| pienintä ylärajaa tarkasteltaessa mel-
kein kaikkia x:n arvoja. Todistus löytyy viitteestä r1s sivulta 89. Määritellään myös
funktion heikko Lp-normi, eli

‖f‖Lp,w “ sup
tą0

tλf ptq
1
p , (14)

jossa λf ptq on määritelmän (7) mukainen jakaumafunktio. Nyt todistetaan, että
Lp-normi on vähintään yhtä suuri kuin heikko Lp-normi.

Lemma 3. Kun p ě 1, niin
‖f‖Lp,w ď ‖f‖Lp .

Todistus. Olkoon f : Ω Ñ R, t ą 0 ja funktio s : Ω Ñ t0, tu niin, että

spxq “

#

t kun |fpxq| ą t

0 kun |fpxq| ď t.
(15)

Tämän määritelmän mukaan spxq ď |fpxq|. Jakaumafunktiota λf pfq hyväksikäyt-
täen saadaan seuraava epäyhtälö:

tλf ptq
1
p “

´

ż

txPΩ:|fpxq|ątu
tpdx

¯
1
p
“

´

ż

Ω
spxqpdx

¯
1
p

ď

´

ż

Ω
|fpxq|pdx

¯
1
p
“ ‖f‖Lp .

Tästä seuraa, että
‖f‖Lp,w “ sup

tą0
tλf ptq

1
p ď ‖f‖Lp .

Tuloksesta voidaan päätellä, että Lp Ă Lp,w.

Cavalierin periaatteen avulla voidaan ilmaista funktion Lp-normi vaihtoehtoisella
tavalla.

Lemma 4.
‖f‖pLp “ p

ż 8

0
tp´1λf ptqdt
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Todistus.

‖f‖pLp “
ż

Rn
|fpxq|p dx “

ż

Rn

´M|fpxq|

t“0
tp
¯

dx

“

ż

Rn

ż |fpxq|

0
ptp´1dtdx “

ż

Rn

ż 8

0
χr0,|fpxq|sptqpt

p´1dtdx

“ p

ż 8

0
tp´1

ż

Rn
χtxPRn:|fpxq|ątupxqdx dt

“ p

ż 8

0
tp´1

|tx P Rn : |fpxq| ą tu| dt

“ p

ż 8

0
tp´1λf ptqdt.

2.5 Epäyhtälöitä
Cauchy-Schwarzin epäyhtälö on määritelty seuraavasti:

Lemma 5. Kun f, g : Rn Ñ C , niin
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpxqgpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

ż

Rn
|fpxq|2dx

ż

Rn
|gpxq|2dx

Minkowskin epäyhtälö integraaleille on todistettu viitteessä r3s sivulla 146 lausees-
ta (6.13.1). Seuraavassa lemmassa esitetään sille kaksi eri esitystapaa.

Lemma 6. Kun p ą 1, niin
´

ż

Rn

´
ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“1
fipxq

ˇ

ˇ

ˇ

¯p

dx
¯

1
p
ď

m
ÿ

i“1

´

ż

Rn
|fipxq|

pdx
¯

1
p
,

eli yhtäpitävästi

‖
m
ÿ

i“1
fi‖Lp ď

m
ÿ

i“1
‖fi‖Lp .

2.6 Marcinkiewiczin interpolaatiolause
Maricinkiewiczin interpolaatiolauseen todistus löytyy viitteestä r5s sivulta 31. Jos
tiedetään, että T : Lp Ñ Lp,w -kuvauksen heikkoa Lp-normia voidaan estimoida
alkuperäisen f -funktion Lp-normilla arvoilla p “ p1 ja p “ p2, niin sama estimaatti
pätee kun p saa arvoja p1:n ja p2:n välillä mutta eri kertoimella. Lause on määritelty
näin:
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Lemma 7. Olkoon 0 ă p1 ă p ă p2 ă 8. Jos

‖T pfq‖Lp1,w ď A1}f‖Lp1

ja ‖T pfq‖Lp2,w ď A2}f‖Lp2

kaikilla f P Lp1 Y Lp2, niin pätee

‖T pfq‖Lp ď AA
p1pp2´pq
ppp2´p1q
1 A

p2pp´p1q
ppp2´p1q
2 }f‖Lp ,

jossa

A “ 2
´ p

p´ p1
`

p

p2 ´ p

¯
1
p
.

Jos taas 0 ă p1 ă p ă p2 “ 8, niin

‖T pfq‖Lp ď AA
p1
p

1 A
1´ p1

p

2 }f‖Lp ,

jossa

A “ 2
´ p

p´ p1

¯
1
p
.
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3 Maksimaalifunktiot
Tässä luvussa esitellään muutamia esimerkkejä kirjallisuudessa esiintyvistä maksimaa-
lifunktioista ja niiden ominaisuuksia. Ensimmäinen esimerkki on Hardy-Littlewood-
maksimaalifunktio. Siinä funktion f : Rn Ñ C keskiarvo otetaan n-ulotteisesta
avoimesta pallosta Bpx, rq ja se on määritelty seuraavasti:

Mpfqpxq “ sup
rą0

1
|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy. (16)

Tähän funktioon liittyy mielenkiintoisia ominaisuuksia. Lebesguen differentioin-
tilauseen mukaan kun pallon Bpx, rq säde lähestyy nollaa, niin funktion keskiarvo
lähestyy funktion pisteittäistä arvoa melkein kaikissa pisteissä x, eli

fpxq “ lim
rÑ0

1
|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

fpyqdy. (17)

Katso sivu 87 kirjassa r5s. Tästä seuraa

|fpxq| ďMpfqpxq. (18)

Tästä taas voidaan päätellä, että kun p ą 0, niin

‖f‖Lp ď ‖Mpfq‖Lp . (19)

Tässäkin maksimaalifunktion Lp-normi on verrannollinen alkuperäisen funktion
Lp-normiin kun p ą 1. Kun p “ 1, niin saadaan heikon tyypin etimaatti, eli

‖Mpfq‖Lp ď Cp‖f‖Lp (20)

ja
‖Mpfq‖L1,w ď C‖f‖L1 . (21)

Näissä kahdessa lauseessa C ja Cp ovat f :stä riippumattomia äärellisiä vakioita.
Niiden todistukset löytyvät viitteestä r8s sivulta 51 lauseesta 1. Seuraava esimerkki
maksimaalifunktiosta on fraktionaalinen maksimaalifunktio:

Mαpfqpxq “ sup
rą0

rα

|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq| dy. (22)

Katso viite r4s sivu 2. Tämä on samankaltainen kuin Hardy-Littlewood-maksimaalifunktio,
johon on vain lisätty rα-kerroin. Tiedetään, että operaattorilla Mα on silottavia omi-
naisuuksia. Esimerkiksi Mα kuvaa Lq-funktion jollekin Sobolev-avaruudelle. Toisin
ilmaistuna

Mα : Lq Ñ W k,p. (23)
Sobolev-avaruuden W k,p asteluku k ilmaisee kuinka monta kertaa funktiota voi
derivoida niin, että se kuuluu Lp avaruuteen. Maksimaalioperaattori Mα myös kuvaa
Sobolev-funktion korkeampiasteiselle Sobolev-avaruudelle, eli

Mα : W k,p
Ñ W l,p, jossa k ă l. (24)
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Tämän työn keskeinen maksimaalifunktio on sferikaalinen maksimaalifunktio, jolle
käytetään vaihtoehtoista esitystapaa verrattuna määritelmään (1) laskutoimitusten
helpottamiseksi, eli

M pfqpxq “ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Sn´1
fpx´ tθqdσpθq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Samalla logiikalla kuin yhtälöstä (17) taas voidaan päätellä, että

‖f‖Lp ď ‖M pfq‖Lp . (25)

Määritellään myös sferikaalinen fraktionaalinen maksimaalifunktio Mα samalla
tavalla kuin kaavassa (22):

Mαpfqpxq “ sup
tą0

tα
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Sn´1
fpx´ tθqdσpθq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (26)

On vielä toistaiseksi avoin kysymys, voidaanko tälle operaatiolle todistaa saman-
kaltaisia silottavia ominaisuuksia kuin operaatiolle Mα. Viimeinen esimerkki on
Bourgainin ympyrämaksimaalifunktio, joka on määritelty näin:

Mpfqpxq “ sup
1ătă2

ż

Sn´1
|fpx´ tθq|dσpθq. (27)

Tämä funktio on lähes sama kuin sferikaalinen maksimaalifunktio paitsi että pallon
säde t valitaan väliltä p1, 2q. Katso viite r2s. Kun tarkastellaan vain funktion f
itseisarvoa |f |, voidaan päätellä, että

Mp|f |qpxq ď M p|f |qpxq (28)

ja
Mp|f |qpxq ď M p|f |qpxq. (29)

Näitä kaikkia eri maksimaalifunktioita voidaan soveltaa muilla analyysin osa-alueilla,
kuten funktioiden jatkuvuuden ja Sobolev-avaruuksien tutkimisessa, osittaisdifferen-
tiaaliyhtälöissä sekä harmonisessa analyysissa.

Johdannossa esitettiin tämän työn keskeinen lause (2): kun p ą n
n´1 ja n ě 3

‖M pfq‖Lp ď Cp‖f‖Lp , (30)

jossa f P Lp sekä Cp on f :stä riippumaton äärellinen vakio. Tämä lause ei voi päteä,
kun p ď n

n´1 . Tämä voidaan päätellä käyttämällä epäyhtälöä

‖Mpfq‖Lp ď Cp‖f‖Lp . (31)

ja käyttämällä esimerkiksi

fpxq “ |x|n´1
| log |x||´1χr|x|ď 1

2 s
pxq. (32)

Voimme todeta, että vaikka f P Lp, niin tapauksessa p ď n
n´1 saadaan ‖Mpfq‖Lp “ 8.

Epäyhtälö (31) ei siis päde tässä tapauksessa. Katso viite r7s lause 1.1.1 ja 1.11.
Lopuksi päätämme päättelyketjun epäyhtälöllä (29) ja ottamalla molemminpuolin
Lp-normi.
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4 Kaksi olennaista lemmaa

4.1 Apumääritelmiä
Todistuksen helpottamiseksi määritellään erilaisia funktioita yksinkertaistamaan
prosessia. Olkoon φ0 : Rn Ñ r0, 1s sellainen radiaalifunktio, että φ0 P C

8pRnq ja

φ0pξq “

#

1, kun |ξ| ď 1,
0, kun |ξ| ě 2.

(33)

Lisäksi kun |ξ1| “ |ξ2|, niin φ0pξ1q “ φ0pξ2q. Hyvä esimerkki välille 1 ă |ξ| ă 2 olisi

φ0pξq “ e1` 1
p|ξ|´1qm´1 ,

jossa m " 0. Kun esimerkiksi m “ 40, kuvaaja näyttää tältä:

0 1 2

|9|

0

1

?
0
(9)

Määritellään myös φjpξq, kun j ě 1.

φjpξq “ φ0p2´jξq ´ φ0p21´jξq. (34)

Funktion φjpξq kuvaaja puolestaan näyttää tältä:

   0   2j-1 2j    2j+1

|9|

0

1

?
j
(9)
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Määritelmästä seuraa, että
8
ÿ

j“0
φjpξq “ 1. (35)

Määritellään seuraavat funktiot:

mpξq “ d̂σpξq (36)

ja
mjpξq “ φjpξqmpξq. (37)

Tästä taas seuraa, että
8
ÿ

j“0
mjpξq “ mpξq. (38)

Sferikaalinen maksimaalifunktio voidaan myös vaihtoehtoisesti seuraavasssa muodos-
sa:

Lemma 8.
M pfqpxq “ sup

tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

pf̂pξqmptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Todistus. Olkoon x1 “ y ` tθ. Tällöin dy “ dx1. Nyt saadaan laskettua

sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

pf̂pξqmptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

pf̂pξqd̂σptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

´

ż

Rn
e´2πiξ¨yfpyqdy

ż

Sn´1
e´2πitξ¨θdσpθq

¯

pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

´

ż

Rn

ż

Sn´1
e´2πiξ¨py`tθqfpyqdσpθqdy

¯

pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

´

ż

Rn
e´2πiξ¨x1

ż

Sn´1
fpx1 ´ tθqdσpθqdx1

¯

pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

´ ̂ż

Sn´1
fpx1 ´ tθqdσpθq

¯

pξqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Fourier-muunnos ja -käänteismuunnos kumoavat toisensa, joten

sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

­

pf̂pξqmptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Sn´1
fpx´ tθqdσpθq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ M pfqpxq.
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Seuraavaksi määritellään kaksi funktiota:

Aj,tpfqpxq “
­

pf̂pξqmjptξqqpxq (39)

ja
Mjpfqpxq “ sup

tą0
|Aj,tpfqpxq| . (40)

Näiden määritelmien sekä lemman 8 avulla voimme arvioida sferikaalista maksi-
maalifunktiota Mjpfq:n summien avulla.

Lemma 9.
M pfqpxq ď

8
ÿ

j“0
Mjpfqpxq.

Todistus.

M pfqpxq “ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
­

f̂pξqmptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

­

f̂pξq
8
ÿ

j“0
mjptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

j“0
sup
tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
­

f̂pξqmjptξqqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

8
ÿ

j“0
Mjpfqpxq.

4.2 Ensimmäinen lemma
Tässä osiossa todistetaan esitmaatti kuvauksen Mj : L1 Ñ L1,w heikolle normille.
Todistettava lemma voidaan esittää seuraavalla tavalla:

Ensimmäinen lemma. On olemassa j:stä ja f :stä riippumaton äärellinen vakio
C1 siten, että

‖Mjpfq‖L1,w ď C12j}f‖L1 ,

kaikilla j ě 0.

Lemman todistuksessa tarvitaan Schwartzin avaruutta S pRnq ja sen ominai-
suuksia. Schwartzin funktio on joukko funktioita, jotka vaimenevat nopeammin kuin
minkä tahansa polynomin käänteisluku.

Määritelmä 1. Funktio f : Rn Ñ C on Schwartzin funktio, jos

f P C8pRn
q ja sup

xPRn

ˇ

ˇxαBβfpxq
ˇ

ˇ ă 8 @α,β P Zn`,

jossa xα “ xα1
1 . . . xαnn ja Bβ “ Bβ1

Bx
β1
1
. . . B

βn

Bxβnn
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Katso sivu 96 viitteestä r5s. Seuraavaksi todistamme, että funktio φjpξq (määritel-
mä yhtälössä (34)) on Schwartzin funktio, eli φj P S pRnq. Olkoon φrj : R` Ñ r0, 1s
sellainen funktio, että kun γ “ |ξ|, niin

φrjpγq “ φrjp|ξ|q “ φjpξq. (41)

Jotta saamme todistettua, että φj on Schwartzin funktio, niin riittää, että todistetaan
φrj :n olevan Schwartzin funktio, eli todistamaan

φrj P C
8
pR`q ja sup

γPR`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γα
dβ

dγβ
φrjpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 8 @α, β P Z`. (42)

Tiedetään, että kaikilla β P Z` pätee

dβ

dγβ
φrjpγq “ 0, kun γ ě 2j`1

ja dβ

dγβ
φrjpγq ă 8, kun γ ă 2j`1.

Lisäksi määritelmän (33) mukaan φ0 P C
8pRnq, jolloin φrj P C8pR`q. Tästä seuraa,

että φrj on Schwartzin funktio eli myös φj on myös Schwartzin funktio. Fourier-
muunnos on Schwartzin avaruudelle lineaarinen isomorfismi (katso sivu 100 viitteestä
r5s).

Lemma 10. Jos f P S pRnq, niin f̂ P S pRnq.

Voidaan siis päätellä, että | qφjpxq| on myös Schwartzin funktio. Koska φj P S pRnq

ja funktion käänteinen Fourier-muunnos on sama kuin sen kolminkertainen Fourier-
muunnos, niin ̂̂̂

φj “ qφj P S pRn
q. (43)

Näiden tuloksien perusteella voidaan todistaa seuraava lemma:

Lemma 11. Olkoon φj : Rn Ñ r0, 1s kaavan (34) funktio ja N P Z`zt0u. On
olemassa x:stä ja j:stä riippumaton vakio cN niin, että

| qφjpxq| ď cN
2nj

p1` 2j|x|qN .

Todistus. Sovelletaan lausetta (42) ehdolle j “ 0, valitaan β “ 0 ja erikseen α “ 0
sekä α “ N . Tämä tarkoittaa sitä, että

sup
|x|PR`

ˇ

ˇ

ˇ
| qφ0pxq|

ˇ

ˇ

ˇ
“ C0 ă 8 ja sup

|x|PR`

ˇ

ˇ

ˇ
|x|N | qφ0pxq|

ˇ

ˇ

ˇ
“ CN ă 8.

Kaikilla x P Rn

| qφ0pxq| ď C0 ja |x|N | qφ0pxq| ď CN .
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Näitä tuloksia summaamalla pätee, että

p1` |x|Nq| qφ0pxq| ď C0 ` CN .

Koska p1` |x|qN ď 2Np1` |x|Nq, niin

| qφ0pxq| ď
2NpC0 ` CNq

p1` |x|qN “
c1N

p1` |x|qN . (44)

Tämän avulla saadaan myös estimaatti | qφjpxq|:lle, kun j ě 1.

| qφjpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
e2πiξ¨xφjpξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
e2πiξ¨xφ0p2´jξqdξ ´

ż

Rn
e2πiξ¨xφ0p21´jξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
e2πiξ¨xφ0p2´jξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
e2πiξ1¨xφ0p21´jξ1qdξ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Tehdään vasemmanpuoleiselle integraalille muuttujanvaihto ξ “ 2jη ja oikeanpuo-
leiselle integraalille tehdään muuttujanvaihto ξ1 “ 2j´1η1. Tällöin dξ “ 2njdη ja
dξ1 “ 2npj´1qdη1, joten saadaan

| qφjpxq| ď 2nj
ˇ

ˇ

ˇ

qφ0p2jxq
ˇ

ˇ

ˇ
` 2npj´1q

ˇ

ˇ

ˇ

qφ0p2j´1xq
ˇ

ˇ

ˇ
.

Käyttämällä epäyhtälöä (44) saadaan

| qφjpxq| ď c1N
2nj

p1` 2j|x|qN ` c
1
N

2npj´1q

p1` 2j´1|x|qN

ď c1N
2nj

p1` 2j|x|qN `
c1N2N

2n
2nj

p1` 2j|x|qN

“ cN,n
2nj

p1` 2j|x|qN

Määritellään joukko Srpxq siten, että

Srpxq “

#

Sn´1 XBpx, 2´jq, kun r “ ´1
Sn´1 X

´

Bpx, 2r`1´jq ´Bpx, 2r´jq
¯

, kun r ě 0.
(45)

Tämä voidaan myös vaihtoehtoisesti esittää muotoon

Srpxq “

#

Sn´1 X ty P Rn : 0 ă 2j|x´ y| ă 1u, kun r “ ´1
Sn´1 X ty P Rn : 2r ă 2j|x´ y| ă 2r`1u, kun r ě 0.

(46)
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Tästä seuraa, että
8
ď

r“´1
Srpxq “ Sn´1. (47)

Merkitään
Kj,tpxq “ ­mjptξqpxq “ ­φjptξqpxq ˚ dσpxq (48)

Tästä voidaan päätellä estimaatti funktiolle |Kj,1pxq|:

|Kj,1pxq| “ | ­φjp1 ¨ ξqpxq ˚ dσpxq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Sn´1

qφjpx´ yqdσpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż

Sn´1

ˇ

ˇ

ˇ

qφjpx´ yq
ˇ

ˇ

ˇ
dσpyq

ď cN,n

ż

Sn´1

2njdσpyq
p1` 2j|x´ y|qN

“ cN,n

8
ÿ

r“´1

ż

Srpxq

2njdσpyq
p1` 2j|x´ y|qN

ď
cN,n
|Sn´1|

8
ÿ

r“´1

ż

Srpxq

2njdSpyq
2rN

“ CN,n2nj
8
ÿ

r“´1

|Srpxq|

2rN .

Seuraavaksi arvioidaan joukkojen Srpxq kokoa. Ehdolla r ě 0 pätee

|Srpxq| “
ˇ

ˇ

ˇ
Sn´1

X

´

Bpx, 2r`1´j
q ´Bpx, 2r´jq

¯ˇ

ˇ

ˇ
ď |Sn´1

XBpx, 2r`1´j
q| (49)

ja joukon Sn´1 XBpx, Rq mitta on rajoittunut Rn´1 monikertaan, kun R ď 1 eli

|Sn´1
XBpx, Rq| ď c1Rn´1, (50)

kun taas jos R ą 1, niin

|Sn´1
XBpx, Rq| ď |Sn´1

|. (51)

Lisäksi kun |x| ě R ` 1, niin

|Sn´1
XBpx, Rq| “ 0, (52)

jolloin
|Sn´1

XBpx, Rq| “ |Sn´1
XBpx, Rq|χBp0,R`1qpxq. (53)
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Näitä tietoja yhdistellen saadaan

|Kj,1pxq| ď CN,n2nj
8
ÿ

r“´1

|Sn´1 XBpx, 2r`1´jq|

2rN

ď CN,n2nj
´

j´1
ÿ

r“´1

|Sn´1 XBpx, 2r`1´jq|

2rN `

8
ÿ

r“j

|Sn´1 XBpx, 2r`1´jq|

2rN
¯

ď CN,n2nj
´

j´1
ÿ

r“´1
c1

2pr`1´jqpn´1qχBp0,2r`1´j`1qpxq

2rN `

8
ÿ

r“j

|Sn´1|χBp0,2r`1´j`1qpxq

2rN
¯

ď CN,n

´

2j2n´1χBp0,2qpxq
j´1
ÿ

r“´1
c12rpn´1´Nq

` cn2nj
8
ÿ

r“j

χBp0,2r`2´j`1qpxq

2rN
¯

Tiedämme, että kun M P Z`, niin

χBp0,Rqpxq ď
´ 1`R

1` |x|

¯M

.

Olkoon N ąM ą n. Tällöin

|Kj,1pxq| ď CN,n

´

2jc1n
´ 3

1` |x|

¯M 8
ÿ

r“´1
c12rpn´1´Nq

` cn2nj
8
ÿ

r“j

´1` 2r`2´j

1` |x|

¯M 1
2rN

¯

ď CN,n
1

p1` |x|qM
´

c1N,M,n2j ` cn 2nj
loomoon

ď2pN`1qj

8
ÿ

r“j

2pr`3´jqM

2rN
¯

ď CN,n
1

p1` |x|qM
´

c1N,M,n2j ` cn23M2pN`1qj
8
ÿ

r“j

2pr´jqM2´Nj
2pr´jqN

¯

ď CN,n
1

p1` |x|qM
´

c1N,M,n2j ` cM,n2j
8
ÿ

r“j

2pr´jqpM´Nq
¯

ď CN,M,n
2j

p1` |x|qM .

Voidaan nähdä helposti, että

Kj,tpxq “
1
tn
Kj,1

´x

t

¯

. (54)

Nyt olemme valmiit todistamaan seuraavan estimaattin Mjpfqpxq-funktiolle:

Lemma 12. On olemassa j:stä ja f :stä riippumaton vakio C1 siten, että

Mjpfqpxq ď C12jMpfqpxq.
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Todistus. Määritellään seuraavat funktiot:

Fxprq “

ż

BBpx,rq

|fpy1q|dSpy1q, (55)

ja
Gxprq “

ż r

0
Fxpsqds. (56)

Näistä määritelmistä seuraa seuraavat identiteetit:

Gxprq “

ż r

0

ż

BBpx,sq

|fpy1q|dSpy1qds “

ż

Bpx,rq

|fpyq|dy, (57)

Gxp0q “ 0 (58)

ja
G1xprq “ Fxprq. (59)

Yhtälön (54) ja Kj,1:n estimaatin perusteella pätee

lim
|x|Ñ8

Kj,tpxq “ 0. (60)

Olkoon e mikä tahansa yksikkövektori n-ulotteisessa avaruudessa

Mjpfqpxq “ sup
tą0
|f ˚Kj,t| “ sup

tą0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn
fpyqKj,tpx´ yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tą0

ż

Rn
|fpyq| |Kj,tpx´ yq| dy

“ sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0

ż

BBpx,rq

|fpy1q| |Kj,tpx´ y
1
q| dSpy1qdr

“ sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0

ż

BBpx,rq

|fpy1q| |Kj,tpreq| dSpy
1
qdr

“ sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
Fxprq|Kj,tpreq|dr

“ sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
G1xprq|Kj,tpreq|dr.
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Soveltamalla yhtälöitä (58) ja (60) ja tekemällä osittaisintegrointi saadaan

Mjpfqpxq ď sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
Gxprqp´

d

dr
|Kj,tpreq|qdr

“ sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0

ż

Bpx,rq

|fpyq|dyp´
d

dr
|Kj,tpreq|qdr

“ sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
|Bpx, rq|

1
|Bpx, rq|

ż

Bpx,rq

|fpyq|dyp´
d

dr
|Kj,tpreq|qdr

ď sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
|Bpx, rq| sup

r1ą0

1
|Bpx, r1q|

ż

Bpx,r1q

|fpyq|dyp´
d

dr
|Kj,tpreq|qdr

“Mpfqpxq sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
|Bpx, rq|p´

d

dr
|Kj,tpreq|qdr

Soveltamalla yhtälöitä (60), |Bpx, 0q| “ 0, d
dr
|Bpx, rq| “ |BBpx, rq| ja tekemällä taas

osittaisintegrointi, saadaan

Mjpfqpxq ďMpfqpxq sup
tą0

lim
RÑ8

ż R

0
|BBpx, rq||Kj,tpreq|dr

“Mpfqpxq sup
tą0

ż

Rn
|Kj,tpyq|dy

“Mpfqpxq sup
tą0

ż

Rn

1
tn

ˇ

ˇ

ˇ
Kj,1

´y

t

¯ˇ

ˇ

ˇ
dy

ďMpfqpxq sup
tą0

ż

Rn

1
tn
CN,M,n

2j

p1` |y|
t
qM

dy

ď C2jMpfqpxq,

jossa C on j:stä ja f :stä riippumaton vakio. Tämä on haluttu tulos.

Tästä seuraa, että

‖Mjpfq‖L1,w ď C2j‖Mjpfq‖L1,w .

Lopuksi johdannossa olevan epäyhtälön (21) nojalla saadaan

C2j‖Mjpfq‖L1,w ď C12j‖f‖L1 ,

jossa C on j:stä ja f :stä riippumaton vakio, mikä oli haluttu lopputulos.
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4.3 Toinen lemma
Tässä osiossa todistetaan estimaatti Mj : L2 Ñ L2 -kuvauksen normille:

Toinen lemma. On olemassa j:stä ja f :stä riippumaton äärellinen vakio C2 siten,
että

‖Mjpfq‖L2 ď C22jp1´n
2 q}f‖L2

kaikilla j ě 0.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta j ě 1. Olkoon γ “ |ξ|. Määritellään seuraavat
funktiot:

mjpξq “ mr
jp|ξ|q “ mr

jpγq, (61)

m̃jpξq “ ξ ¨∇mjpξq “ γmr
j
1
pγq. (62)

ja
Ãj,tpfqpxq “

­

pf̂pξqm̃jptξqqpxq. (63)

Tämän määritelmän mukaan seuraava identiteeti pätee:
Lemma 13.

s
dAj,spfq

ds
“ Ãj,spfq.

Todistus.

s
dAj,spfq

ds
“ s

d

ds

´

­

pf̂pξqmjpsξqqpxq
¯

“ s
d

ds

ż

Rn
e2πiξ¨xf̂pξqmjpsξqqdξ

“

ż

Rn
e2πiξ¨xf̂pξqs

d

ds
mr
jpsγqdξ

“

ż

Rn
e2πiξ¨xf̂pξqsγmr

j
1
psγqdξ

“

ż

Rn
e2πiξ¨xf̂pξqm̃jpsξqdξ

“
­

pf̂pξqm̃jpsξqqpxq

“ Ãj,spfq.

Voidaan päätellä, että kun j ě 1, niin

lim
sÑ0

Aj,spfqpxq “ 0, (64)
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koska

a “

ż

Rn
Kj,1pxqdx “

ż

Rn
|mjpxqdx

“

ż

Rn
e´2πi¨0¨x

|mjpxqdx

“ mjp0q “ φjp0q
loomoon

“0

d̂σp0q

“ 0.

Funktio Kj,1pxq on integroituva ja sillä on radiaalisesti vähenevä majorantti. Tämä
todistettiin sivulla 15. Soveltamalla kirjan r5s korollaaria 2.1.19, saadaan

lim
sÑ0

Aj,spfqpxq “ lim
sÑ0

­

pf̂pξqmjpsξqqpxq

“ lim
sÑ0

fpxq ˚ ­mjpsξqpxq

“ lim
sÑ0

fpxq ˚Kj,spxq

“ afpxq

“ 0.

Tästä seuraa, että

pAj,tpfqpxqq
2
“

ż t

0

d

ds

´

pAj,spfqpxqq
2
¯

ds “

ż t

0
2Aj,spfqpxq

d

ds

´

Aj,spfqpxq
¯

ds.

Käytetään avuksi lemmaa 13, jolloin

pAj,tpfqpxqq
2
“ 2

ż t

0
Aj,spfqpxqÃj,spfqpxq

ds

s
.

Tämän tuloksen avulla voidaan siis päätellä, että

|Aj,tpfqpxq|
2
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
ż t

0
Aj,spfqpxqÃj,spfqpxq

ds

s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2
ż t

0
|Aj,spfqpxq||Ãj,spfqpxq|

ds

s

ď 2
ż 8

0
|Aj,spfqpxq||Ãj,spfqpxq|

ds

s
.

Seuraavaksi todistetaan seuraavat estimaatit ehdolla j ě 1:
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Lemma 14. On olemassa sellaiset vakiot cn ja c̃n siten, että kaikilla j ě 1
pätee

a)
‖mj‖L8 ď cn2´j

n´1
2 ,

b)
‖m̃j‖L8 ď c̃n2´j n´3

2 .

Todistus. Todistetaan ensin lemma 14a

|mjpξq| “
ˇ

ˇ

ˇ
d̂σpξqφjpξq

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an

|ξ|
n´2

2
Jn´2

2
p2π |ξ|qφjpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
an

|ξ|
n´2

2

ˇ

ˇ

ˇ
Jn´2

2
p2π |ξ|q

ˇ

ˇ

ˇ
φjpξq.

Käytetään lemman 1b mukaista estimaattia Besselin funktiolle ja funktiota φrj
määritelmän (41) mukaan, sekä merkitaan |ξ| “ γ, jolloin

|mjpξq| ď
an

γ
n´2

2
C0p2πγq´

1
2φrjpγq

“ c0γ
´
n´1

2 φrjpγq.

Funktion φrjpγq mukaan tämä lauseke saa nollasta poikkeavia arvoja, kun γ P

r2j´1, 2j`1s. Olkoon d P r1
2 , 2s niin, että arvolla γ “ d2j saadaan lausekkeelle maksi-

miarvo.
|mjpξq| ď c0d

´
n´1

2 2´j
n´1

2 φrjpd2jq “ cn2´j
n´1

2 ,

eli
ess sup
ξPRn

|mjpξq| “ ‖mj‖L8 ď cn2´j n´1
2 .

Seuraavaksi todistetaan lemma 14b. Nyt

|m̃jpξq| “ |ξ ¨∇mjpξq| “ γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dγ
mr
jpγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Käyttämällä lemmaa 2 saadaan ja radiaalifunktiota φrj , niin

|m̃jpξq| “ γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d

dγ

´ an

γ
n´2

2
Jn´2

2
p2πγqφrjpγq

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ anγ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
´

γ
2´n

2

¯

dγ
Jn´2

2
p2πγqφrjpγq `

1
γ
n´2

2

d

dγ

´

Jn´2
2
p2πγq

¯

φrjpγq `
Jn´2

2
p2πγq

γ
n´2

2
φrj
1
pγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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Tämä lauseke saa nollasta poikkeavia arvoja, kun γ P r2j´1, 2j`1s. Olkoon d P r1
2 , 2s

niin, että arvolla γ “ d2j saadaan lausekkeelle maksimiarvo.

|m̃jpξq| ď anγ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c2

γ
n
2
Jn´2

2
p2πγq ` c3

γ
n´2

2

´

Jn´4
2
p2πγq ´ Jn

2
p2πγq

¯

`
c4

γ
n´2

2
Jn´2

2
p2πγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď anγ
´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c2

γ
n
2
Jn´2

2
p2πγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c3

γ
n´2

2
Jn´4

2
p2πγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c3

γ
n´2

2
Jn

2
p2πγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

c4

γ
n´2

2
Jn´2

2
p2πγq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¯

Kuten yllä maittiin, niin γ “ d2j . Tämä tarkoittaa sitä, että voidaan käyttää Besselin
funktion estimaattia lemman 1b mukaisesti, joten

|m̃jpξq| ď anγ
´ c5

γ
n
2
γ´

1
2 `

c6

γ
n´2

2
γ´

1
2 `

c7

γ
n´2

2
γ´

1
2 `

c8

γ
n´2

2
γ´

1
2

¯

“

´ c9

γ
n´1

2
`

c10

γ
n´3

2
`

c11

γ
n´3

2
`

c12

γ
n´3

2

¯

ď

´ c9

γ
n´3

2
`

c10

γ
n´3

2
`

c11

γ
n´3

2
`

c12

γ
n´3

2

¯

“
c13

γ
n´3

2
.

Nyt sijoitetaan γ “ d2j. Tällöin

|m̃jpξq| ď c13d
´
n´3

2 2´j
n´3

2 “ c̃n2´j
n´3

2

eli
ess sup
ξPRn

|m̃jpξq| “ ‖m̃j‖L8 ď c̃n2´j
n´3

2 .

Nyt siirrrymme todistamaan estimaatti kuvauksen Mj normille.

‖Mjpfq‖2
L2 “

ż

Rn
|Mjpfqpxq|

2 dx

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sup
tą0
|Aj,tpfqpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dx

“

ż

Rn
sup
tą0
|Aj,tpfqpxq|

2 dx

ď

ż

Rn
sup
tą0

´

2
ż 8

0
|Aj,spfqpxq||Ãj,spfqpxq|

ds

s

¯

dx

“ 2
ż

Rn

ż 8

0
|Aj,spfqpxq||Ãj,spfqpxq|

ds

s
dx
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Käytetään Cauchy-Schwarzin epäyhtälöä 5 kahteen kertaan. Käytetään hyväksemme
yhtälöä ‖f‖L2 “ ‖f̂‖L2 , eli

‖Mjpfq‖2
L2 ď 2

ż

Rn

´

ż 8

0
|Aj,spfqpxq|

2ds

s

¯
1
2
´

ż 8

0
|Ãj,spfqpxq|

2ds

s

¯
1
2
dx

ď 2
´

ż

Rn

ż 8

0
|Aj,spfqpxq|

2ds

s
dx

¯
1
2
´

ż

Rn

ż 8

0
|Ãj,spfqpxq|

2ds

s
dx

¯
1
2

“ 2
´

ż 8

0

ż

Rn
|Âj,spfqpξq|

2dξ
ds

s

¯
1
2
´

ż 8

0

ż

Rn
|
̂̃Aj,spfqpξq|2dξ

ds

s

¯
1
2

“ 2
´

ż 8

0

ż

Rn
|f̂pξqmjpsξq|

2dξ
ds

s

¯
1
2
´

ż 8

0

ż

Rn
|f̂pξqm̃jpsξq|

2dξ
ds

s

¯
1
2
.

Funktio φjpsξq saa nollasta poikkeavia arvoja kun

2j´1
ď |sξ| ď 2j`1

eli
|ξ|´1 2j´1

ď s ď |ξ|´1 2j`1.

Merkitään a “ |ξ|´1 2j´1, jolloin

a ď s ď 4a.

Vastaavasti myös mjpsξq ja m̃jpsξq saavat nollasta poikkeavia arvoja vain näillä
s-arvoilla. Tällöin

‖Mjpfq‖2
L2 ď 2

´

ż

Rn

ż 4a

a

|f̂pξq|2|mjpsξq|
2ds

s
dξ
¯

1
2
´

ż

Rn

ż 4a

a

|f̂pξq|2|m̃jpsξq|
2ds

s
dξ
¯

1
2
.

ď 2
´

ż

Rn

ż 4a

a

|f̂pξq|2‖mj‖2
L8
ds

s
dξ
¯

1
2
´

ż

Rn

ż 4a

a

|f̂pξq|2‖m̃j‖2
L8
ds

s
dξ
¯

1
2
.

“ 2‖mj‖L8‖m̃j‖L8
ż

Rn

ż 4a

a

ds

s
loomoon

“lnp4q

|f̂pξq|2dξ.

“ 2lnp4q‖mj‖L8‖m̃j‖L8
ż

Rn
|f̂pξq|2dξ.

“ c1‖mj‖L8‖m̃j‖L8‖f̂‖2
L2 .

Lemmaa 14 soveltama saadaan

‖Mjpfq‖2
L2 ď c1c2´j n´1

2 c̃2´j n´3
2 ‖f̂‖2

L2

“ c1cc̃2jp2´nq‖f‖2
L2 .
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Tästä seuraa, että
‖Mjpfq‖L2 ď C22jp1´n

2 q‖f‖L2 .

Tämä oli haluttu tulos tapaukselle j ě 1, mutta tämä myös pätee tapaukselle j “ 0,
koska lemman 12 mukaan

M0pfqpxq ď CMpfqpxq,

jolloin epäyhtälön (20) mukaan

‖M0pfq‖L2 ď C}Mpfq‖L2 ď C1‖f‖L2 ,

jossa C1 on C2:n tapaan j:stä ja f :stä riippumaton äärellinen vakio.
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5 Todistuksen täydentäminen
Tässä osiossa kokoamme työn päätulosta, eli

‖M pfq‖Lp ď Cp}f‖Lp ,

kun n
n´1 ă p ja n ě 3.

Todistus. Nyt tiedetään ensimmäisen ja toisen lemman (kappaleet 4.2 ja 4.3) perus-
teella, että

‖Mjpfq‖L1,w ď C12j}f‖L1 , kun f P L1

ja
‖Mjpfq‖L2 ď C22jp1´n

2 q}f‖L2 , kun f P L2.

Lemman 3 perusteella taas

‖Mjpfq‖L2,w ď C22jp1´n
2 q}f‖L2 , kun f P L2.

Näiden tietojen perusteella voidaan soveltaa Marcinkiewiczin interpolaatiolausetta
(lemma 7), jonka mukaan arvoille 1 ă p ă 2 pätee

‖Mjpfq‖Lp ď C 12jp
2´p
p
q2jp1´

n
2 qp

2p´2
p
q
}f‖Lp “ C 12jp

n
p
´pn´1qq

}f‖Lp . (65)

Nyt käyttämällä lemmaa 9 sekä Minkowskin epäyhtälöä (lemma 6) saadaan

‖M pfq‖Lp ď ‖
8
ÿ

j“0
Mjpfq‖Lp ď

8
ÿ

j“0
‖Mjpfq‖Lp .

Hyödynnetään lauseen (65) estimaattia.
8
ÿ

j“0
‖Mjpfq‖Lp ď C 1‖f‖Lp

8
ÿ

j“0
2jp

n
p
´pn´1qq.

Summa
ř8

j“0 2jp
n
p
´pn´1qq on äärellinen kun 2:n eksponentti on negatiivinen, eli kun

n

p
´ pn´ 1q ă 0,

jolloin
n

n´ 1 ă p.

Tulokseksi saadaan
‖M pfq‖Lp ď C‖f‖Lp ,

kun n
n´1 ă p ă 2. Tämä väli on epätyhjä vain kun n ě 3.
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Jotta saamme todistettua tuloksen myös tapauksessa p ą 2, tarvitsemme esti-
maatin maksimaalifunktion L8-normille.

‖M pfq‖L8 “ ess sup
xPRn

|M pfqpxq| “ ess sup
xPRn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sup
tą0

ż

Sn´1
fpx´ tθqdσpθq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ess sup
xPRn

sup
tą0

ż

Sn´1
‖f‖L8dσpθq “ ‖f‖L8

Olkoon n
n´1 ă q ă 2. Kahden edellisen tuloksen sekä lemman 3 perusteella tiedetään,

että
‖M pfq‖Lq,w ď C}f‖Lq kun f P Lq

ja
‖M pfq‖L8,w ď }f‖L8 kun f P L8.

Marcinkiewiczin interpolaatiolauseesta (lemma 7) seuraa, että arvoilla q ă p ď 8
pätee

‖M pfq‖Lp ď 2
´ p

p´ q

¯
1
p
C

q
p‖f‖Lp .

Tämä tarkoittaa sitä, että kun n
n´1 ă p, niin

‖M pfq‖Lp ď Cp‖f‖Lp ,

jossa Cp on jokin f :stä riippumaton äärellinen vakio sekä n ě 3. Nyt ollaan saatu
työn päätulos todistettua.
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