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Yksi analyysin osa-alueista késittelee maksimaalifunkioita. Maksimaalifunktiolla
tarkoitetaan sellaista operaatiota, jossa maksimoidaan funktion keskiarvoa pisteen
ymparilld. Alussa esitelldan tarkeimpid aputuloksia, sitten késitellddn maksimaali-
funktioiden perusidea seka eri maksimaalifunktioiden ominaisuuksia. Tamén tyon
keskeinen maksimaalifunktio on sferikaalinen maksimaalifunktio .# : LP — LP.
Tyon tavoitteena on todistaa, ettd sferikaalisen maksimaalifunktion LP-normia
voidaan arvioida alkuperéisen funktion LP-normin avulla. Taméan todistusprosessin
yhteydessa tullaan kdyttdmadn hyvaksi muun muassa Fourier-muunnosta, Besselin
funktiota, n-ulotteisen avaruuteen liittyvia operaatioita ja Marcinkiewiczin inter-
polaatiolausetta. Todistus perustuu Grafakoksen kirjan [5] todistukseen, johon on
tassa tyossd tehty muutamia muutoksia. Tata tulosta voidaan hyodyntaa muil-
la analyysin osa-alueilla, kuten funktioiden jatkuvuuden ja Sobolev-avaruuksien
tutkimisessa, osittaisdifferentiaaliyhtdloissa sekd harmonisessa analyysissa.

Avainsanat: Analyysi, Sferikaalinen, Maksimaalifunktio, Lebesgue-avaruus




Sisallysluettelo

Tiivistelma

Sisidllysluettelo

Symbolit ja lyhenteet

1 Johdanto

2 Aputuloksia
2.1 Funktioiden maaritelmia . . . . . . . . . . .. ...
2.2 Besselin funktio . . . . . . ...
2.3 Pintadifferentiaalin Fourier-muunnos . . . . . . . . . . . . . . . ...
2.4 LP-normi . . . . . .o
2.5 EpayhtalOitd . . . . . .
2.6 Marcinkiewiczin interpolaatiolause . . . . . . . . ... ... ...

3 Maksimaalifunktiot

4 Kaksi olennaista lemmaa
4.1 Apumédritelmia . . . . . .. ...
4.2 Ensimmaéinen lemma . . . . . . .. ..
4.3 Toinen lemma . . . . . . ..

5 Todistuksen taydentadminen

Viitteet

il

ii

iii

iv

10
10
12
19

25

27



Symbolit ja lyhenteet

Symbolit
R™ n-ulotteinen Euklidinen avaruus
T n-ulotteinen vektori, € R"
Lr Lebesgue-avaruus joukossa R™
Wk Sobolev-avaruus
B(x,r)  x-keskinen n-ulotteinen r-sateinen avoin pallo {y e R" : |y — x| < r}
0B(x,r) x-keskisen n-ulotteisen r-siteisen pallon pinta {y € R" : |y — x| = r}
Snt origokeskisen n-ulotteisen yksikkopallon pinta 0B(0, 1)
0 yksikkévektori, @ € S™1
dS(x) B(z, r)-pinnan differentiaali pisteessé x
do(0) S™~!-pinnan normalisoitu differentiaali
C*(Q) aarettomasti derivoituvien funktioiden joukko madrittelyjoukossa 2
Z(R™)  Schwartzin avaruus
Operaattorit
pistetulo
* konvoluutio
|- pisteen Euklidinen normi tai joukon Lebesgue-mitta
f funktion f Fourier-muunnos
f funktion f kdénteinen Fourier-muunnos

RV
[ s

funktion LP-normi
funktion heikko LP-normi

iv



1 Johdanto

Maksimaalifunktiolla tarkoitetaan sellaista operaatiota jollekin funktiolle, jossa mak-
simoidaan funktion keskiarvoa pisteen ymparilla tietyin ehdoin. Esimerkiksi Hardy-
Littlewood-maksimaalifunktiossa otetaan keskiarvoja pisteen ymparilla olevasta avoi-
mesta pallosta. Téssé tyossa keskitytdadn sferikaaliseen maksimaalifunktioon. Siiné
keskiarvo otetaan n-ulotteisen pallon pinnasta 0B(x,t). Sferikaalinen maksimaali-
funktio on méaritelty seuraavasti:

AP@) = sup s

[ o sty 1)

Kun pallon pinnan 0B(x,t) side lahestyy nollaa, niin funktion keskiarvo lahestyy
funktion pisteittaistd arvoa melkein kaikissa pisteissid x. Télld tarkoitetaan kaik-
kia arvoja & € R™\N, jossa N on sellainen joukko, jonka mitta on 0. Joukko N
voi esimerkiksi koostua funktion yksittaisista epajatkuvuuspisteista. Téasta seuraa,
ettd melkein kaikissa pisteissé maksimaalifunktion arvo on vihintdan alkuperaisen
funktion arvo.

Tamén tyon keskeinen tavoite on todistaa estimaatti .# : LP — LP-kuvauksen
LP-normille:

Kun p > "5 jan > 3, niin

-2 (N)llzr < Coll Fll e, (2)

jossa f € LP ja C), on f:sta riippumaton &darellinen vakio. Katso LP-normi luvusta
2.4 méaritelma (12). Tama lause ei ole totta yksiulotteisessa tapauksessa, eli kun
n = 1. Katso viite [5] sivun 401 tehtava 5.5.5. Tama lause pétee kaksiulotteisessa
tapauksessa, eli kun n = 2. Todistus 16ytyy Steinin kirjasta [9], joka perustuu Rubio
de Francian todistukseen [6]. Sen todistaminen on huomattavasti monimutkaisempaa,
joten se sivuutetaan kokonaan téassé tyossa ja sen sijaan keskitytadn vain tapaukseen
n > 3. Tama tulos on hyodyllinen, koska sferikaalisen maksimaalifunktion LP-normi
on verrannollinen alkuperaisen funktion LP-normiin kun p > .

Tamaén lauseen todistusprosessi perustuu Grafakoksen kirjan [5] kappaleeseen 5.5,
johon on téssa tyossi tehty muutamia muutoksia. Kirjan lause (5.5.5) seka funktiot
G;(f)(x) ja G;(f)(zx) on kokonaan jitetty pois. Tietyt kohdat olisi ollut syyta esittia
yksityiskohtaisemmin, kuten funktio ¢y(€) (madritelmé (33)), Schwartzin avaruus ja
kirjan lauseen (5.5.11) todistaminen. Ensimmaéisen ja toisen oleellisen lemman 4.2 ja
4.3 jarjestysta on vaihdettu péittain. Naméa lemmat on kirjassa todistettu vain ehdolla
7 =1, mutta tassa tyossa on myos erikseen kasitelty tapaus j = 0. Todistuksen tay-
dentédminen on esittetty paljon yksityiskohtaisemmin kaikkine vélivaiheineen. Myos
Marcinkiewiczin interpolaatiolause on esitetty. Muutamia esitysteknisid muutoksia
on tehty.

Luvussa 3 on esitelty erilaisia maksimaalifunktioita ja niiden ominaisuuksia.
Hardy-Littlewood- ja sferikaalisen maksimaalifunktion lisdksi tarkastellaan hieman
fraktionaalisia maksimaalifunktioita, joissa on kertoimena pallon siateen jokin potens-
si . Nailla maksimaalifunktioilla on usein silottavia ominaisuuksia ja erityisesti



sferikaaliseen fraktionaaliseen maksimaalifunktion silottaviin ominaisuuksiin liittyy
viela avoimia kysymyksia.



2 Aputuloksia

Koska todistus on sen verran pitka, tarvitsemme erilaisia aputuloksia selkeyttaméan
todistusprosessia.

2.1 Funktioiden maaritelmia

Olkoon €2 < R". Méaritellaan (2-joukon Lebesgue-mitta:

Q| - L da. (3)

Karakteristinen funktio merkitiddn seuraavasti:

1, kun £z €
— b b 4
xa(2) {o, kun z ¢ . (4)

Funktion f(x) Fourier-muunnos n-ulotteisessa avaruudessa méaritelladn nain:

7e) - f % () da. (5)

Funktion F'(§) kdanteinen Fourier-muunnos on lahes sama, paitsi ettd e:n eksponentti
on vastakkaismerkkinen, eli

Fz) = f 2T () de. (6)

Funktion f jakaumafunktio méaéritellidn néin:

Ar(t) = {z e R : | f(z)] > t}]. (7)

Lopuksi mééritelliin yhteys pinnan S" ! normalisoidulle differentiaalille do(0) ja
pinnan |0B(x,t)| differentiaalille S(y), kun t0 = y:

do (0) = |S,}_1|ds<y> (s)

2.2 Besselin funktio

Besselin funktiolla J,(t) tarkoitetaan ratkaisua differentiaaliyhtélolle

d

t2d—2J (t) +t—
dt

de2""

Yhtalon ratkaisu voidaan esittdd muodossa

(%)V +leits _ 2y ds
T(v+3)T(3) L e o

Tamé on todistettu viitteessé [5] sivulla 426.

J,(t) + (> — A J,(t) = 0. (9)

J(t) =



Besselin funktiolle pétee seuraavat lemmat:

Lemma 1. a)

d 1
—(J(t) = =(Jo_1(t) — Ju11(2)).
CO0) = 5T (t) = T (1)
b) Kunt>1, veRjaov > %, niin on olemassa t:std ritppumaton vakio Cy niin,
etta

|1, ()] < Cot 3.

Todistukset 10ytyvét viitteesta [5] sivuilta 426 ja 430.

2.3 Pintadifferentiaalin Fourier-muunnos

Osoitetaan, ettd n-ulotteisen pallon pinnan, eli S"~!-pinnan, differentiaalin do(x)
Fourier-muunnos voidaan esittdd Besselin funktion avulla seuraavan lemman mukai-
sesti:

Lemma 2.
— an

do(€) = s Jus (27 [€]).
&I

. 2
jossa a, = ﬁ

Todistus. Ensiksi esitetaédn pallon pinnan integraali pistetulolla, joka voidaan laskea
seuraavalla kaavalla, kun K : R — C.

o' s (!
(6 @)dS(@) = =i | K(SlEhWI=s?) s (1)
0y
Todistus loytyy viitteesta [5] sivulla 442 kohdassa D.3. Kayttamalla tata kaavaa,
Besselin funktion esitystd (10) sekéd tekemélld muuttujanvaihto s’ = —s, saadaan
tulokseksi
— . 1 )
do(g) = J e do(x) = o e 2T TdS ()
st [S7=1] Jgn
1 2n'% f -y
_ aen - —2mis’|€] 1 — g2 n73d/
— € S S
sney )0

n—1

1 2z J amislé] (] _ g2) 52

= ————— | e™’I(1-5%)2
sorEn ), T T e
1 27T (%2 4+ D

e L LI A s L AT
[S*HT(")  (w[€])™= ?

a

= —g Ja2 (27 [€]).
&= -




2.4 [P-normi

Tassa osiossa esitetaan hyodyllisida LP-normiin liittyvia aputuloksia, joita tullaan tar-
vitsemaan myohemmin. Téssa tyossa LP-avaruudella tarkoitetaan Lebesgue-avaruutta
joukossa R”, eli LP = {f : R" — C: ||f||r» < o0}. Funktion LP-normi maaritelldan
seuraavasti:

£l = ([ o)’ (12

Funktion L*-normi puolestaan méaritelladn seuraavasti:

[fllze = sup{k : [{z € R" : [f(2)] > Kk} > 0} = esssup[f ()] (13)

xzeR”

Téassa esssup | f(x)| tarkoittaa funktion |f(x)| pienintéd ylarajaa tarkasteltaessa mel-
kein kaikkia @:n arvoja. Todistus 1oytyy viitteestéd [1] sivulta 89. Maaritelldén myos
funktion heikko LP-normi, eli

[/l o = suptAs(¢)», (14)
t>0

jossa Af(t) on madritelmén (7) mukainen jakaumafunktio. Nyt todistetaan, etta
LP-normi on vahintaén yhta suuri kuin heikko LP-normi.

Lemma 3. Kun p > 1, niin

[f 1o < A Flr-
Todistus. Olkoon f:€Q — R, t > 0 ja funktio s : Q — {0, ¢} niin, ettd

_Jt kun [f(x)| >t
s(@) = {O kun |f(x)] < t. (15)

Taméan maaritelman mukaan s(x) < |f(x)|. Jakaumafunktiota A;(f) hyviksikayt-
tden saadaan seuraava epayhtalo:

1

1
tAf(t)% = (J t”daz)p = (J s(az)pdm)p
{xe:|f(x)|>1t} Q
1
< (| 1r@pdz)” = 17l
Q
Tésta seuraa, etta
1
[f1[Lpw = suptAs(£)> < || f]|z»-
t>0
Tuloksesta voidaan paatella, etta LP < LP™, O

Cavalierin periaatteen avulla voidaan ilmaista funktion LP-normi vaihtoehtoisella
tavalla.

Lemma 4. "
nfmp=pj I (1) dt

0



Todistus.
/()]
11 = | Vrta >\Pdw—f (/" #)da
I/ (e
J f pt?~ 1dtdw—fj X[o,|f ()] (£)pt?~ dtdex
_ p—

= ( t f X{zeR” |f(z) |>t}( )da: dt
0 R”
0

—p| P feeR: |f(@)] > 1) dt

8@

=p | 7N (t)dt.

(-
o

2.5 Epiyhtilsiti
Cauchy-Schwarzin epéyhtalo on maaritelty seuraavasti:

Lemma 5. Kun f,g: R" — C | niin

<[ 1@t [ o)

@)

Minkowskin epayhtélo integraaleille on todistettu viitteessa [3] sivulla 146 lausees-
a (6.13.1). Seuraavassa lemmassa esitetddn sille kaksi eri esitystapaa.
Lemma 6. Kun p > 1, niin

m

([ (S

1

ue) <5 ([ neoroe)

=1

eli yhtapitavasti

m m
1, fille < Xl il
i=1 i=1

2.6 Marcinkiewiczin interpolaatiolause

Maricinkiewiczin interpolaatiolauseen todistus 10ytyy viitteesta [5] sivulta 31. Jos
tiedetaan, etta 7' : LP — LP" -kuvauksen heikkoa LP-normia voidaan estimoida
alkuperaisen f-funktion LP-normilla arvoilla p = p; ja p = po, niin sama estimaatti
patee kun p saa arvoja p;:n ja po:n valilla mutta eri kertoimella. Lause on maéaritelty
nain:



Lemma 7. Olkoon 0 < p; < p < py < 0. Jos

1T (f)l| e < Ax] fll e
ja  |T(f)|lppaw < Ag fl]Lr2

kaikilla f € LP* O LP?, niin pdtee

p1(p2—p) p2(p—p1)

IT(F)llee < AATT> 7 AZP | £,

jossa

1
Ama(-E s P
p—p1 p2—Pp
Jos taas 0 < p; < p < py = 00, niin
p1
P

P
I T()llr < AAY Ay 7 [ fllze,

jossa

4= 2(196171)17.



3 Maksimaalifunktiot

Tassa luvussa esitellian muutamia esimerkkeja kirjallisuudessa esiintyvistd maksimaa-
lifunktioista ja niiden ominaisuuksia. Ensimméinen esimerkki on Hardy-Littlewood-
maksimaalifunktio. Siina funktion f : R™ — C keskiarvo otetaan n-ulotteisesta
avoimesta pallosta B(x,r) ja se on méaritelty seuraavasti:

@) = e | 1wy (16)

r>0

Tahéan funktioon liittyy mielenkiintoisia ominaisuuksia. Lebesguen differentioin-
tilauseen mukaan kun pallon B(x,r) side ldhestyy nollaa, niin funktion keskiarvo
lahestyy funktion pisteittaista arvoa melkein kaikissa pisteissa @, eli

flx) = lim Bla.r)| B f(y)dy. (17)

Katso sivu 87 kirjassa [5]. Tésté seuraa

[f(@)] < M(f) (). (18)
Téasta taas voidaan paatella, etta kun p > 0, niin
1flze < IMC)I e (19)

Téassdkin maksimaalifunktion LP-normi on verrannollinen alkuperéisen funktion
LP-normiin kun p > 1. Kun p = 1, niin saadaan heikon tyypin etimaatti, eli

M)z < Gl fllr (20)
ja

M) < Ol fllzr- (21)
Naissd kahdessa lauseessa C' ja C, ovat f:sta riippumattomia aérellisid vakioita.

Niiden todistukset loytyvat viitteesta [8] sivulta 51 lauseesta 1. Seuraava esimerkki
maksimaalifunktiosta on fraktionaalinen maksimaalifunktio:

(@) = sip s | 1wl (22)

r>0

Katso viite [4] sivu 2. Tdma on samankaltainen kuin Hardy-Littlewood-maksimaalifunktio,
johon on vain lisatty r*-kerroin. Tiedetaén, ettd operaattorilla M, on silottavia omi-
naisuuksia. Esimerkiksi M, kuvaa Li-funktion jollekin Sobolev-avaruudelle. Toisin
ilmaistuna

M, : LT — WhP, (23)

Sobolev-avaruuden W#? asteluku k ilmaisee kuinka monta kertaa funktiota voi
derivoida niin, ettd se kuuluu LP avaruuteen. Maksimaalioperaattori M, myos kuvaa
Sobolev-funktion korkeampiasteiselle Sobolev-avaruudelle, eli

Mgy : WHP — W jossa k < [ (24)



Tamén tyon keskeinen maksimaalifunktio on sferikaalinen maksimaalifunktio, jolle
kéytetddn vaihtoehtoista esitystapaa verrattuna méaritelmaan (1) laskutoimitusten
helpottamiseksi, eli

A (f)(2) = sup

t>0

= 10)do(0)).

Samalla logiikalla kuin yhtalosta (17) taas voidaan paatella, ettéa

[l < (12 (f)]| - (25)

Madritelladn myos sferikaalinen fraktionaalinen maksimaalifunktio .#,, samalla
tavalla kuin kaavassa (22):

AMo(f)(x) = sup

t>0

L  fe - 10)do(6). (26)

On viela toistaiseksi avoin kysymys, voidaanko télle operaatiolle todistaa saman-
kaltaisia silottavia ominaisuuksia kuin operaatiolle M. Viimeinen esimerkki on
Bourgainin ympyramaksimaalifunktio, joka on méaaritelty nain:

M(P@) = s | f(@=19)do(0) 27)

1<t<2

Tamaé funktio on lahes sama kuin sferikaalinen maksimaalifunktio paitsi ettd pallon
side t valitaan valilta (1,2). Katso viite [2]. Kun tarkastellaan vain funktion f
itseisarvoa |f|, voidaan péétellé, etta

M f)(x) < (| f])(z) (28)
ja

M(|f) () < A (|f]) (). (29)
Naita kaikkia eri maksimaalifunktioita voidaan soveltaa muilla analyysin osa-alueilla,
kuten funktioiden jatkuvuuden ja Sobolev-avaruuksien tutkimisessa, osittaisdifferen-

tiaaliyhtaloissé seké harmonisessa analyysissa.
Johdannossa esitettiin tdmén tyon keskeinen lause (2): kun p > —"= jan >3

[ (N)llzr < Coll Fllrs (30)

jossa f e LP seka C, on f:stéd riippumaton &dérellinen vakio. Tamé lause ei voi pated,
kun p < -*;. Tama voidaan paatelld kiyttamalla epayhtalod

[M()ller < Cpll fllze- (31)

ja kayttamalla esimerkiksi
f() = Ja["" [ log |||~ x{q <1 (@)- (32)
Voimme todeta, etté vaikka f € LP, niin tapauksessa p < —"+ saadaan ||[M(f)||z» = .

Epéayhtélo (31) ei siis pade téssd tapauksessa. Katso viite [7] lause 1.1.1 ja 1.11.
Lopuksi paatamme paattelyketjun epayhtalolla (29) ja ottamalla molemminpuolin
LP-normi.
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4 Kaksi olennaista lemmaa

4.1 Apumairitelmia

Todistuksen helpottamiseksi maédritelladn erilaisia funktioita yksinkertaistamaan
prosessia. Olkoon ¢g : R™ — [0, 1] sellainen radiaalifunktio, etta ¢y € C*(R") ja

’ (33)

Liséksi kun |§;| = |&,], niin ¢o(&;) = ¢0(§,). Hyva esimerkki vilille 1 < |€] < 2 olisi
Bo(£) = el T

jossa m >» 0. Kun esimerkiksi m = 40, kuvaaja nayttaa talta:

1€l

Maéaritelladan myos ¢;(§), kun j > 1.
$;(&) = 4o(277€) — ¢o(2'77¢). (34)

Funktion ¢;(§) kuvaaja puolestaan nayttaa talta:

60

0 o1 2l i+l
1]
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Maaritelmasté seuraa, etta
e ¢]
D 9i(8) = 1. (35)
j=0

Maaritellddn seuraavat funktiot:

ja

Tésta taas seuraa, etta
o0
> m;(€) = m(&). (38)
j=0

Sferikaalinen maksimaalifunktio voidaan myos vaihtoehtoisesti seuraavasssa muodos-
sa:

Lemma 8.

—_—
o~

(f(&)m(t€))(z)|-

A (f)(x) = sup

t>0

Todistus. Olkoon x’ = y + t0. Télloin dy = dx’. Nyt saadaan laskettua

~

= sup |( (ﬁ)dAU(tﬁ))(w)

t>0

~

(f(§)m(t€)) ()

sup
t>0

= sup
t>0

o—2mit- yf > anl e—2ﬂit€'9da(9)> (w)

= sup

(
e
(
(

—_—

= sup
t>0

J.
L JS i) f(y)do(6)dy ) ()
J.

e—2mig-a’ f(;c’ — tO)dU(@)dilJ/) (w)

= sup
t>0

[ star - 1010000)) )]

Fourier-muunnos ja -kdanteismuunnos kumoavat toisensa, joten

~

fla— tﬁ)da(e)‘

sup (f(€ym(tg)) ()| = sup) |
- (=),
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Seuraavaksi maaritelldan kaksi funktiota:

o~

Aj(f)(@) = (f(&)m;(t€)) () (39)
ja
A(D@) = 519 A1) (@)]. (40)

Naiden médaritelmien seka lemman 8 avulla voimme arvioida sferikaalista maksi-
maalifunktiota .Z;(f):n summien avulla.

Lemma 9. .
(@) < YA @)
Todistus.
A (D)) = sup (FEm(tE) @) = sup | (7€) Y, m,(16)) (@)
< Y swp|(FEm; (#)(@) = Y 4()(e)

4.2 Ensimmainen lemma

Téssé osiossa todistetaan esitmaatti kuvauksen .#; : L' — LY heikolle normille.
Todistettava lemma voidaan esittdd seuraavalla tavalla:

Ensimmadinen lemma. On olemassa j:std ja f:std ricppumaton ddrellinen vakio
C siten, ettd

15 (P) e < C 2| fll,
kaikilla 7 = 0.
Lemman todistuksessa tarvitaan Schwartzin avaruutta .(R") ja sen ominai-

suuksia. Schwartzin funktio on joukko funktioita, jotka vaimenevat nopeammin kuin
minka tahansa polynomin kaanteisluku.

Maaritelma 1. Funktio f : R™ — C on Schwartzin funktio, jos

feC®(R") ja sup |z’ f(x)| <o Vo,BeZl,

xeR™

631 a/jn
axfl T 8:):2"

1

jossa x* = 2{* ... 2% ja 0P =
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Katso sivu 96 viitteestd [5]. Seuraavaksi todistamme, etté funktio ¢;(€) (mééritel-
mé yhtélossd (34)) on Schwartzin funktio, eli ¢; € #(R"). Olkoon ¢} : R, — [0,1]
sellainen funktio, ettd kun v = |£|, niin

¢5(v) = 95 (1€]) = &;(8)- (41)

Jotta saamme todistettua, ettd ¢; on Schwartzin funktio, niin riittaa, etta todistetaan
¢ olevan Schwartzin funktio, eli todistamaan

dP

G e C(Ry) Ja sup |y 55(7)

veR4

<w VYa,BfeZ,. (42)
Tiedetdan, etta kaikilla § € Z, pétee

d? )
WQS;(W) =0, kun y=2"!
&P

o ") < oo, kun oy < 27t
f)/

ja

Liséiksi madritelmén (33) mukaan ¢y € C*(R"), jolloin ¢ € C*(R, ). Tastéd seuraa,
ettd ¢7 on Schwartzin funktio eli my6s ¢; on myo6s Schwartzin funktio. Fourier-
muunnos on Schwartzin avaruudelle lineaarinen isomorfismi (katso sivu 100 viitteesté

[5])-
Lemma 10. Jos f € Z(R"), niin [ € &(R").
Voidaan siis paatelld, etta |<;§J(:I:)\ on myds Schwartzin funktio. Koska ¢; € ./(R")

ja funktion kddnteinen Fourier-muunnos on sama kuin sen kolminkertainen Fourier-
muunnos, niin

bj= ;€ SR, (43)
Naiden tuloksien perusteella voidaan todistaa seuraava lemma:s:

Lemma 11. Olkoon ¢; : R" — [0,1] kaavan (34) funktio ja N e Z.\{0}. On

olemassa x:std ja j:sta riippumaton vakio cy niin, ettd
- onj

|pj(z)| < CNW-

Todistus. Sovelletaan lausetta (42) ehdolle j = 0, valitaan 5 = 0 ja erikseen o = 0
sekd o = N. Tama tarkoittaa sité, etté

Go(@)]| = Co <0 ja  sup

|z|eR+

sup 21¥do(@)]| = O < 0.

|z|eR+

Kaikilla z € R™ _ g
[do(x)| < Co ja  |z|V|go(x)| < C.
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Naita tuloksia summaamalla patee, etta
(1+ ||| éo()| < Co + Cly.
Koska (1 + |2|)Y < 2V(1 + |2|Y), niin

~ 2N<CO —|—CN) . CEV
PN Y T T o

Tamén avulla saadaan my0s estimaatti \(Ej(m)|:lle, kun j > 1.

s@)=|[ e?’"é'%j(s)ds\

JR™

JR™ R™

= ( 62”5'$¢0(2’j£)d£— €2m£'w¢0(21j€>d€‘

N

( e%ié'%o(wg)dg‘ +

Rn

J €2m'£’-m¢0(217j€/)d€/
Rn

(&

Tehdééin vasemmanpuoleiselle integraalille muuttujanvaihto € = 271 ja oikeanpuo-
leiselle integraalille tehddin muuttujanvaihto & = 29-1n'. Talléin d¢é = 2™dn ja
d¢' = 2"0=Ddn’, joten saadaan

|6, ()| < 2

50(2%)’ + 9nl=) (50(21*151;)‘ .

Kayttamalla epayhtéloéd (44) saadaan

onj on(i—1)

5 < 4 + ¢ .
’¢](w)| CN(l—I—QJI:UDN CN(1+23*1|:BDN

2 ch 2N AL
< dy . + =X :
(1+2iz))N 27 (1 + 20|x|)V
AL
= CNp
S+ Y)Y

O
Madéritelldan joukko S,.(x) siten, etté
5 S" !~ B(x,277), kun r = —1 5
(@) = Sm=1n (B(w, 2r+1=7y — B(zx, 2T_j)>, kun r = 0. (45)
Taméa voidaan myos vaihtoehtoisesti esittdd muotoon

Sn-t eR":0<2zx—y|<1 k =1

S, (x) = 1ﬂ{y |z —y| <1}, | (46)
S" 1n{yeR":2" < 2|x —y| <2}, kunr > 0.



Tasta seuraa, etta
a0

lJ Si(x) =8

r=—1

Merkitadn

—_— —

K1) = my(1€)(®) = ,16) () « do(x)
Téasta voidaan paitelld estimaatti funktiolle | K jyl(:z:)|:

—

K@) = |6,01 - €)(@) » doa)|
[, o=ty
- [ [oe—y)| ot

nj
< anJ 2% do(y)
" Jgnor (1 + 27]@ — y|)N

N
= CNmn -
= Js (@) (1 + 2|z — y[ )V

r=—1
TS f 2"9dS(y)
= ’Sn71| &~ (@) orN

Seuraavaksi arvioidaan joukkojen S, (x) kokoa. Ehdolla > 0 péatee

S, (@)] =

"1 (B(@,27") = Bl@,2))| < 18" B, 27

15

(49)

ja joukon S"! n B(x, R) mitta on rajoittunut R"~! monikertaan, kun R < 1 eli

S" '~ B(x, R)| < /R" Y,
kun taas jos R > 1, niin
1S !~ B(x, R)| < |S™71.
Liséksi kun |z| = R + 1, niin
S"' ~ B(x,R)| =0,

jolloin

IS" '~ B(z, R)| =[S n B(z, R)|xB(0,r+1)(T).

(50)

(51)
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Néité tietoja yhdistellen saadaan

= n—1 r+1—j
i N S Bz, 271 )|
[Kja(x)] < Cya2¥ ) e
r=—1
i1 n—1 r+1—j 0 n—1 Pl
. S N B x, 2 J S ~ B x, 9 y
< CN’"QW< Z | 2£N ) + Z | 2£N )|)
r=—1 —j
i1 L ni
< CN,n2nj< JZ Cl2( +1—5)( 1))§f]§072r+1—j+1) (l‘) + i |S 1|XB(;73]:[+1—J'+1) (:[;)>
r=—1 o
Jj—1 0
< CN,n <2j2n71XB(0,2) (ZE) 2 C/2r(nflfN) + Cn2nj 2 XB(0,2 ;i]\;+1)( ))
r=—1 -

Tiedamme, etta kun M € Z., niin

1+R>M

xT) < (
XB(O,R)( ) 1+ \w!

Olkoon N > M > n. Téalloin

3 a2 G 12N M
K- <C n<2] < ) /2r(n—l—N) n2n] < ) >
Hial@)l < Ox 11 [z ; ‘ ra? L (e ) o

r=j
0 .
i 2(r+3 M
<C'NTLl_i_| (CNMn2 + Cn 2m 227"7]\[>
<2(N+1); 7=J
0 i N
9(r=j)M9—Nj
J 3Mo(N+1)j “ e
r=j
. 0 .
27
<CNypn——.
R

Voidaan nédhdé helposti, ettéa

Ko@) = ;Kj,l(b. (54)

Nyt olemme valmiit todistamaan seuraavan estimaattin .#;( f)(x)-funktiolle:

Lemma 12. On olemassa j:std ja f:std riippumaton vakio Cy siten, ettd

M5(f) (@) < CraM(f) ().



Todistus. Maaritelladn seuraavat funktiot:

Folr) = f F@)ISW),
oB(z,r)

ja

Naista maaritelmista seuraa seuraavat identiteetit:

Rl

ja

y)|dS(y/)ds = f F@)ldy,

B(z,r)

Go(0) = 0

G (r) = Fy(r).
Yhtélon (54) ja K;1:n estimaatin perusteella pétee

lim Kj.(x)=0.

|| =00

Olkoon e mika tahansa yksikkovektori n-ulotteisessa avaruudessa

Mi(f)(x) = igg\f

K;,| = sup

f fly th— y)dy

< Supfn |f@)| | Kj(x —y)| dy

t>0

= sup lim
t>0 R—o J

= sup lim
t>0 R—0

= sup lim
t>0 B—oo

= sup lim

rR

0
rR

0
rR

0
rR

t>0 B—o J,

f P Kl — o) dS(y')dr
0B(z,r)

LB( : \f(Y)| K (re)| dS(y")dr
Fy(r)|Kji(re)|dr

G ()| (re)ldr.
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Soveltamalla yhtéloita (58) ja (60) ja tekemaélla osittaisintegrointi saadaan

A;(f)(x) < sup lim ]

t>0 RB—o©

= sup lim
t>0 R—o®

= sup lim
t>0 R—0

rR
) Eetre)

< sup lim J
t>0 B—o

= M(f)(x)sup lim

Soveltamalla yhtaloita (

18

rR d
f F@)ldy(—L K, (re)))dr
0 JB(z,r) r
1B, )| F@)ldy(—L K, (re)))d
T, )| yY)|ldy(——| K. (r r
0 ’B<m7 T')’ B(z,r) dr 7
rR d
B(x,r)|sup ——— fy)ldy(——|K;(re)|)dr
B s e | Sl e
R

B, 1)l Ky olre) r

t>0 B—o J,

60), |B(x,0)| =0, L|B(x,r)| = |0B(x,r)| ja tekemall taas

dr

osittaisintegrointi, saadaan

A 0)a) <3 @ sup i [ 0B @1
=@ | Ky
- g | g R (F)]
<M(f)(w)§ggJ;n; WM 2%)Mdy

< C2M(f)(=),

jossa C' on j:sta ja f:sta riippumaton vakio. Téma on haluttu tulos.

Tésta seuraa, etta

()| 1w < C2 MG (F) || 1w

Lopuksi johdannossa olevan epayhtélon (21) nojalla saadaan

C2|IMG ()l < C127]| 21,

jossa C' on j:sta ja f:std riippumaton vakio, miké oli haluttu lopputulos.
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4.3 Toinen lemma

Téssé osiossa todistetaan estimaatti .#; : L* — L? -kuvauksen normille:

Toinen lemma. On olemassa j:std ja f:std riippumaton ddarellinen vakio Cy siten,
etta
152 < Co27 2| £ 2

kaikilla j = 0.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta j = 1. Olkoon vy = |£|. Méaéritelldén seuraavat
funktiot:

m;(§) = mj(|§]) = mj(7), (61)
5(€) = £ Vmy(€) = ) (7). (62)
ja .
Aja(f)(@) = (F(&)m;(t8)) (). (63)
Téamén méaaritelman mukaan seuraava identiteeti pétee:
Lemma 13. 2, (f)
s Z{; = Aj,s(f)
Todistus.
dA; d /-~
LlD) _ A ((Fgym, (se)(a)
d PR
= s | e e m () e
— [ e fg)s L (s7)de

L7l ds
:JR 62ni£-wj?(£)3»ym’]f’(s’y)d€
| emeniem ey

= (f(&§)m;(s€))(x)
=A s( )

M

Voidaan paatellé, etta kun j > 1, niin

lim 4;.(F) () =0, (64)
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koska

a= J Kii(x)de = | mj(x)de
Rn

R™

:J 6—27r10:c\/( )dw
Rn

Funktio K;;(x) on integroituva ja silla on radiaalisesti viheneva majorantti. TAma
todistettiin sivulla 15. Soveltamalla kirjan [5] korollaaria 2.1.19, saadaan

lim A; o (f)() = lim (f(&)m;(s€))()

s—0

Tésta seuraa, etta

@) = [ (@) )ds = [ 24500010 5 (Aral)a)) s
Kéytetdan avuksi lemmaa 13, jolloin

AulD)@)? =2 | D@ AuN)@)

0 S

Tamaéan tuloksen avulla voidaan siis paatella, etta

AP (@) = '2] A1) @) A () (@)

S

<2 [ @A) S
<2 [ @I @)

Seuraavaksi todistetaan seuraavat estimaatit ehdolla j > 1:
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Lemma 14. On olemassa sellaiset vakiot ¢, ja ¢, siten, ettd kaikilla 7 > 1
patee

a)
-n—1
[yl < en277727,

b)

7l < 202725

Todistus. Todistetaan ensin lemma 14a
m;(€)] = |do(€)65(€)|

“:_waenasj(s)‘
'

An

0 (&)

Tuz2 (27 [€])

n—2
2

1

Kéaytetadn lemman 1b mukaista estimaattia Besselin funktiolle ja funktiota ¢}
maaritelmén (41) mukaan, sekd merkitaan |&| =+, jolloin

mi(©)] < ~Z Co(2m) ()
= o7 (7)

Funktion ¢}(y) mukaan tdma lauseke saa nollasta poikkeavia arvoja, kun v €
[27-1,27%1]. Olkoon d € 3, 2] niin, ettd arvolla 7 = d27 saadaan lausekkeelle maksi-
miarvo.

n—1 -n—1 . cn—1
my(€)] < cod T2 6 (d2) = ,277°F

eli
esssup |m;(€)| = ||m;|| > < cn2_jn51.
eRn

Seuraavaksi todistetaan lemma 14b. Nyt

1, (6)] = € - Vi, (€)] = v\dim;(w\.

Kayttamalld lemmaa 2 saadaan ja radiaalifunktiota ¢}, niin

_ d / a
(@) = | (S5 P zr3 )|
= any <d7>‘]"22<27w>¢;(7) + 771122617<J"22(27W)>¢§(7) + 2,12:7) 7 (7)
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Tamé lauscke saa nollasta poikkeavia arvoja, kun ~ € [2/7,2/71]. Olkoon d € [3, 2]
niin, ettd arvolla v = d2/ saadaan lausekkeelle maksimiarvo.

— C
)] < 01| G Toga (27) + L (g (2m0) = 5 2m0)) 4 oy a2

7z v

¢ c c
< an7< ’72“]7122(2#7)‘ + ‘W";JT(QWV)‘ + ‘7”?;_2 J;(??T’)/)‘ +

Cy
WJT(QWV)' )

Kuten ylld maittiin, niin v = d2/. Tamé tarkoittaa sitd, ettd voidaan kiyttid Besselin
funktion estimaattia lemman 1b mukaisesti, joten

Cs _1 C _1 c _1 C _1
|mJ(£>|<an7<T7 2+ Y Pt Y 2 2)
2 Y2 v 2 v 2
Cg C10 C11 C12
= ( n—1 + n—3 n—3 n—3>
fyT fyT fyT 'yT
Cg C10 Ci1 C12
< ( n—3 + n—3 + n—3 + @)
’y 2 ’y 2 ’Y 2 ’y 2
G
- n—3
'yT

Nyt sijoitetaan v = d27. Talloin

|m](€)| Clgd 5 2 it 5n2_jnT_3
eli _3
esssup [, (€)| = ||| < 2777

EeRn

Nyt siirrrymme todistamaan estimaatti kuvauksen .#; normille.

e = | 1) @) de
= [R sup|A;(f)(x) i
- | suwpldin) (@) do
<[ (2 fo (@A (@)% )i

- JnJ s (N @)1 A;.(f )(iv)!fdw
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Kaytetaan Cauchy—ASchwarzin epayhtaloa 5 kahteen kertaan. Kéaytetadn hyvaksemme
yhtalod || 2z = [ f]lzz, eli

(1) <2 | (JO

N

2

L[
L

\)

J

2

(
(
(

0

AD@PE) f 1A >|2d5) i

Can@rCae) ([ [ 1A n@ra )5
o) ([ 1Anere)’
[ Femsore®) ([ j ey (s6) e ™)

[

JR

Funktio ¢;(s€) saa nollasta poikkeavia arvoja kun
271 < s < 27

eli
€72 <s < g2
Merkitidn a = |€]7 2771, jolloin

a < s <4a.

Vastaavasti myos m;(s€) ja m;(s€) saavat nollasta poikkeavia arvoja vain néilla

s-arvoilla. Talloin
ds
©Pm e ae) ([ [Tirie
R Ja

L <2([ [
o[ [ 1r@rimiz. ae) ([ "7
= 2lmll sl | Li i) P,
=in(4)
= 2n(@)lms o il [ IF€)de

= c'llm e [ o= | £ 1 72

ods  \2
&) (s€)[*de) .

&)l 13- e )

Lemmaa 14 soveltama saadaan

1)z <

de2 i T 02_3

= dce2’® | f|| 2.

= || FlIz2
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Tasta seuraa, etta

()2 < Co22U D f 2.

Tama oli haluttu tulos tapaukselle 7 > 1, mutta tama myos patee tapaukselle 57 = 0,
koska lemman 12 mukaan

Ao(f)(®) < OM(f) (),
jolloin epéyhtélon (20) mukaan
[ A(Hll2 < CIMP 22 < CullFl 22

jossa (7 on Cs:n tapaan j:sté ja f:sta riippumaton aarellinen vakio.
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5 Todistuksen tiydentaminen
Tassa osiossa kokoamme tyon péaatulosta, eli

1A (e < Cpl e,
kun 5 <pjan = 3.

Todistus. Nyt tiedetddn ensimmaisen ja toisen lemman (kappaleet 4.2 ja 4.3) perus-
teella, etta

15 (F)llre < C127[ fllze, kun fe L'
ja ,
15 f)llze < Co2C 2| fll2, kun fe L.

Lemman 3 perusteella taas

()l 20 < Co277 2| fl2, kun f e L2

Niiden tietojen perusteella voidaan soveltaa Marcinkiewiczin interpolaatiolausetta
(lemma 7), jonka mukaan arvoille 1 < p < 2 pétee

| 4;()||r < 1935 9i(1= » = C'PG==D)) g (65)

Nyt kdyttdmalld lemmaa 9 sekd Minkowskin epayhtéloa (lemma 6) saadaan

0

-2 ()l e < IIZ/// Mz < Z Lo

Hyodynnetéén lauseen (65) estimaattia.
o0 0 n
ZII/// Mew < I flle Y2750,
=0 =0
Summa Z;io 27 ==1) on darellinen kun 2:n eksponentti on negatiivinen, eli kun
n
——(n-1) <0,
D

jolloin
n

< p.
n—1 p

Tulokseksi saadaan

| (H)llr < Ol f e,

kun - < p < 2. Tama véli on epétyhja vain kun n > 3.
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Jotta saamme todistettua tuloksen myos tapauksessa p > 2, tarvitsemme esti-
maatin maksimaalifunktion L*™-normille.

sup f(x —10)do(0)

t>0 Jgn—-1

|4 ()l = ess Sup |4 (f)(z)| = esssup

xeR™

< esssup supf 1HfHLoch(9) = || fllz
g

zeR™  t>0

Olkoon "+ < ¢ < 2. Kahden edellisen tuloksen seké lemman 3 perusteella tiedetéén,
etta

| A (f)||lpaw < C|flle kun fe L4
ja
A (f)llpow < || fllze kun fe L”.

Marcinkiewiczin interpolaatiolauseesta (lemma 7) seuraa, etta arvoilla ¢ < p < ©
patee

I (P)ler < 2( ) Rl

Tama tarkoittaa sitd, ettd kun - < p, niin
[ ())ller < Cpll f] e,

jossa C), on jokin f:sta riippumaton &darellinen vakio seka n > 3. Nyt ollaan saatu
tyon paatulos todistettua. O
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